
四角形の４円定理 

中川宏 

（その１） 

円に内接する四角形の外接円の円周上から２頂点を通る円を描くと、４つの円の内側の４交点は

長方形を描く。 

 
 

 

上の図において、同じ長さの円弧にたいする円周角の大きさは等しいことから、中央の赤い四辺

形の外側に立つ４つの三角形は二等辺三角形であり、頂角から底辺に伸びる赤い線は頂角の二

等分線であることがわかる。したがって赤い四辺形の向かい合う辺どうしは交差する二等分線に

直交し互いに平行である。 

さて、二本の赤い線が直交しているかどうかだが、一つの円の二本の弦が直交するのは、 

次のとき。 



 
∠Ａ＋∠Ｃ＝９０° 

このとき円弧 a+c=b+d＝円周／２ 

そこで、元の図をみると、 

a+b+c+d= a+b+c+d 

となっているから、たしかに二本の弦は直交していて、赤い四辺形は長方形であることがわかる。 

 

一松先生による証明 

 

円に内接する四角形ＡＢＣＤの円弧

ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡの中点をＬ，Ｍ，

Ｎ，Ｋとし、それらを中心としてそれぞ

れの弧の両端を通る円を描く。隣り

どうしの円の交点をＰ，Ｑ，Ｒ，Ｓとす

ると、四角形ＰＱＲＳは長方形である。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

証明  一例として点Ｑのまわりの角を考える。 



∠ＬＱＰ＋∠ＬＱＭ＋∠ＭＱＲ＝２７０°・・・（１） 

を示せば、残りの角∠ＰＱＲ＝９０°であり、他の頂点も同様である。 

 

△ＬＢＭと△ＬＱＭとは、その作図により 

ＬＢ＝ＬＱ、ＭＢ＝ＭＱ、ＬＭは共通だから合同である。 

したがって∠ＬＱＭ＝∠ＬＢＭ＝１８０°－弧ＬＭ上の円周角 （以後、弧ＬＭ上の円周角（劣弧上の

小さいほうの角）を∠ＬＭと略記する。） 

＝１８０°－１／２（∠ＡＢ＋∠ＢＣ）・・・（２） 

他方、 

∠ＡＬＢ＝１８０°－∠ＡＢ、∠ＢＬＱ＝２∠ＢＬＭ、２∠ＢＭ＝∠ＢＣ 

同様に 

∠ＡＬＰ＝２∠ＡＬＫ、２∠ＡＫ＝∠ＡＤ 

これから 

∠ＰＬＱ＝∠ＡＬＢ－（∠ＡＬＰ＋∠ＢＬＱ）＝１８０°－∠ＡＢ－∠ＢＣ－∠ＡＤ 

＝∠ＣＤ  （∠ＡＢ＋∠ＢＣ＋∠ＣＤ＋∠ＤＡ＝１／２（中心角の和） 

＝１／２×３６０°＝１８０°である。） 

したがって 

∠ＬＱＰ＝９０°－１／２∠ＰＬＱ＝９０°－１／２∠ＣＤ・・・（３） 同様に、 

∠ＭＱＲ＝９０°－１／２∠ＡＤ・・・（４） 

である。したがって（１）の左辺は 

∠ＬＱＰ＋∠ＬＱＭ＋∠ＭＱＲ 

＝９０°－１／２∠ＣＤ＋９０°－１／２∠ＡＤ＋１８０°－１／２（∠ＡＢ＋∠ＢＣ） 

＝３６０°－１／２（∠ＡＢ＋∠ＢＣ＋∠ＣＤ＋∠ＡＤ） 

＝３６０°－１／２×１８０°＝２７０° 

となって（１）が証明できた。すなわち∠ＰＱＲ＝３６０°－２７０°＝９０°である。 

他の内角も同様である。                                 ■ 

 

付記 

これらの角の計算から 

∠ＰＬＱ＋∠ＱＭＲ＋∠ＲＮＳ＋∠ＳＫＰ＝１８０° 

といった関係もでる。 

四角形ＡＢＣＤの形によっては、ずいぶんつぶれた長方形ＰＱＲＳもできる。 

 

（その２） 

対角線が直交しない任意の四角形の各辺の中点を中心とし、その辺の両端を通る４つの円を描く

と、４つの円の１０交点のうち内側の４交点を結んでできる四角形は、元の四角形と相似（鏡像）で

ある。また、その鏡像四角形の対角線は元の四角形の対角線の一部である。 



 

証明 

図のように補助線を引き、円周角の定理より等しい組の角に記号を付ける。 

 

  

 

四角形ＡＢＣＤの各辺は４つの円のそれぞれ直径であるから、その円周角にあたる、∠ＡＧＢと∠

ＢＧＣはいずれも直角。また、∠ＣＥＤと∠ＤＥＡもそれぞれ直角である。同様に、∠ＡＨＤ=∠ＡＨＢ=

直角、また、∠ＣＦＤ＝∠ＢＦＣ=直角であるから、四角形ＡＢＣＤの対角線のうえに四角形ＥＦＧＨの

対角線は載っていることになる。 

 

つぎに、四角形ＡＢＣＤの内角と四角形ＥＦＧＨの内角を比較する。 

たとえば、∠ＧＨＥ＝◎＋∠ＦＨＥ＝◎＋（直角－●） 

∠ＤＡＢ＝◎＋∠ＥＡＤ＝◎＋（直角－●） 



よって、ＥＦＧＨ四角形の内角ＧＨＥと四角形ＡＢＣＤの内角ＤＡＢとは等しい。 

 

同様にして、∠ＨＥＦ＝∠ＣＤＡ 

∠ＥＦＧ＝∠ＢＣＤ 

∠ＦＧＨ＝∠ＡＢＣ 

つまり四角形ＡＢＣＤと四角形ＥＦＧＨの内角はそれぞれ等しい。 

また、はじめに見たようにそれぞれの対角線のなす角も等しいのであるから、両者は相似（鏡像）

の関係にある。 

 

そこで、両者の対応する対角線部分を比べてみる。 

直角三角形ＰＦＣにおいて、∠Ｐ（対角線の交差角）＝θとおくと、 

ＰＦ＝ＣＰ・cosθ 

よって四角形ＡＢＣＤと四角形ＥＦＧＨの相似比は１：cosθ（θは対角線の交差角）である。 

いいかえると、両者の相似比は、辺長や対角線の長さ、内角には無関係であり、対角線の交差角

によってのみ決まるのである。 

 

（その３） 

任意の四角形の隣り合う２頂点と対角線の交点を結ぶ三角形の外接円４つのそれぞれの中心は、

平行四辺形を描く。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



上の図に置いて、円の中心点Ｅは線分ＡＰの垂直二等分線上にある。また、円の中心点Ｈも線分

ＡＰの垂直二等分線上にある。よって、ＨＥ⊥ＡＰ 

同様に、ＦＧ⊥ＰＣ 

ところでＡＰとＰＣは対角線ＡＣの一部であるから、ＨＥ∦ＦＧ 

同様にして、ＥＦ∦ＧＨである。 

よって、四角形ＥＦＧＨは平行四辺形である。 


