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第１３巻 [ 定理１７ ] 

前に示した図のように、球に内接する正１２面体を構成すると、 

正１２面体の一辺の長さは、apotome とよばれる無理数となる。 

 

 

前に示した立方体のたがいに直交する２平面を ABCDと CBEFとしよう。 

辺 AB,BC,CD,DA,EF,EB,FCを各々 点 G,H,K,L,M,N,Oで二等分し、GK,HL,MH,NOを結ぶ。 

そして線分 NP,PO,HQ をそれぞれ点 R,S,T で黄金比に分割する。そのさい RP,PS,TQ のほうが大きく

なるようにする。   

 [注]NR：RP＝１：τ(約 1.618)など 

 

点 R,S,T からそれぞれ立方体の外側に垂直に線分を伸ばし RU,SV,TW とする。それらの長さは

RP,PS,TQと等しくなるようにする。そして UB,BW,WC,CV,VUを結ぶ。 

このとき五角形 UBWCVは(1)等辺 (2)同一平面 (3)等角であることを示そう。 

 

(1) RB,SB,VBを結ぶ。 

すると、線分 NBが点 Rで黄金比に分けられ、RPのほうが大きいので 

PN2+NR2=3RP2 

[注] NR:RP=1:τとおくと、PN2+NR2＝(1+τ)2+1＝2+2τ＋τ2 

ところがτ2＝1+τが黄金比であるから、 

PN2+NR2＝3(1+τ)=3τ2＝3RP2となる。 

ところが、PN=NB また PR=RUであるから、 

BN2+NR2=3RU2である。 

ところで、直角三角形 BNRにおいて、三平方の定理より、BR2 =BN2+NR2であるから、 

BR2 =3RU2   したがって、BR2 ＋RU2=4RU2 



 

他方、直角三角形 BRU において、三平方の定理より、

BU2 =BR2+RU2であるから、 

BU2 =4RU2  

よって、BU=2RU 

ところが、SR=2PR=2RUであるから、 

SRと等しい VU＝2UR 

よって、BU=UV 

同様にして、線分 BW=WC=CV=BU=UVであることが

証明できる。 

したがって、五角形 BUVCWは等辺五角形である。 

 

 

(2) つぎに、この五角形が同一平面上にあることを示そう。 

点 Pから線分 RU,SVに平行な線分 PXを立方体の外側にとり、XHとHWを結ぶ。 

このとき XHWが折れ曲がっていないことを示す。 

 

線分HQが点 Tで黄金比に分割され、QTのほうが大きいのであるから、 

HQ：QT＝QT：TH 

ところが、HQ＝HP、かつ QT＝TW＝PX 

よって、HP：PX＝WT：TH 

そして、HPと TWはともに平面 BDに垂直であるから、たがいに平行。 

また、THと PXもともに平面 BFに垂直であるから、たがいに平行である。 

 

 

二辺夾角の等しい三角形 XPHと三角形HTWを

重ねてみると、もう一つの辺どうしも平行となる

から、これらは一本の直線状にある。よって、

XHと HWは同一直線上にある。 

こうしてすべての辺が同一平面上にある五角形

UBWCVは同一平面上にあるといえる。 

 

 

(3) 次に、この五角形が等角であることを示そう。 

点 Rで線分 NPは黄金比に分割され、PRのほうが大きい。かつ PR＝PSであるから、線分 NSも点 P

で黄金比に分けられ、NPのほうが大きい。 

よって、NS2＋SP2＝3NP2 

ところで、NP＝NB かつ PS＝SVであるから、 

NS2＋SV2＝3NB2 

したがって、VS2＋SN2 ＋NB2＝4NB2 
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ところが、SB2＝SN2＋NB2であるから、 

∠VSB＝直角の三角形において、BS2＋SV2つまり BV2＝4NB2 

よって、VB＝2BN 

ところが BC＝2BNであるから、BV＝BC 

 

 

そして、二辺 BUと UVは二辺 BWとWCに等しく、

底辺 BVは底辺 BCに等しいのであるから、 

∠BUV＝∠BWC 

同様にして、∠UVC＝∠BWCも証明することができる。 

よって、∠BWC＝∠BUV＝∠UVC 

ところで、等辺五角形の３つの角度が等しいならその五

角形は等角であるから、五角形 BUVCWは等角である。 

 

そして、この五角形は等辺であることも証明済みである

から、五角形 BUVCWは等辺・等角である。 

 

この五角形は立方体の辺 BC上にある。 

したがって、もしこれと同じ構成を立方体の１２の辺すべてに行えば、１２面の等辺等角の五角形から

なる立体図形ができる。これは正１２面体とよばれる。 

 

(4)いま、立方体に外接する球の中でこの正１２面体をかんがえてみよう。すると、正１２面体の一辺は 

apotomeとよばれる無理数の長さとなることが証明される。 

 

線分 XPを延長して XZとする。 

そうすると、第１１巻の最後の定理のひとつ前の定理で証明したことにより、PZ は立方体の対角線に

交わり、かつ互いに２等分する。 

点 Zでそれぞれを２等分すると、点 Zは立方体が内接する球の中心点である。そして ZPは立方体の一

辺の長さの２分の１である。 

UZを結ぶ。 

 

線分 NSは点 Pで黄金比に分割され、NPのほうが大きいのであるから、 

NS2＋SP2＝3NP2 

しかし、NP＝PZ かつ XP＝PS であるから、 

NS＝XZ 

また、PS＝RPであるから、 

PS＝XU 

よって、ZX2＋XU2＝3NP2 

しかし、UZ2＝ZX2＋XU2であるから、 

UZ2＝3NP2 



ところで、立方体が内接している球の半径の２乗もまた、 

既に証明してきたように、球に内接する立方体の一辺の 

半分の長さの２乗の３倍に等しい。 

 

 

 

 

 

 

 

線分 NP もまた立方体の一辺の半分であるから、線分

UZは立方体が内接する球の半径に等しい。 

そして、点 Zは立方体が内接する球の中心であるのだか

ら、点 Uは球の表面に載っている。 

同様にして正１２面体のほかの頂点についても球の表

面にあることが証明できる。 

したがって、正１２面体は球に内接していることがわか

った。 

 

次に、正１２面体の一辺が apotomeとよばれる無理数の長さであることを示そう。 

線分 NPが黄金比に分割され、RPのほうが大きく、また、線分 POも黄金比に分割され、PSのほうが

大きいのであるから、線分 NPもまた、黄金比に分けられて、RSのほうが大きい。 

NP：PR＝PR：RNという関係は２倍にしても変わらないから、 

NO：RS＝RS：(NR＋SO) 

 

しかし、NOのほうが RSより大きいから、RSのほうが NR＋SOよりも大きい。 

したがって、NOは黄金比に分けられて、RSのほうが大きい。 

しかし、RS＝UVであるから、NOが黄金比に分割されるとき、UVのほうが大きい。 

 

球の半径は有理数で、その２乗が内接する立方体の一辺の半分の２乗の３倍であるのだから、立方体の

一辺である NOは有理数である。 

もし、有理数の線分が黄金比に分割されるなら、それぞれは無理数 apotomeである。 

したがって、正１２面体の一辺である UVの長さは無理数 apotomeである。 

[証明終わり] 

 

 [系] 

このことから、立方体の一辺が黄金比に分割されるとき、その大きいほうは立方体に外接して作られる

正１２面体の一辺の長さに等しい。 

[注] 立方体の一辺：正１２面体の一辺＝１＋τ：τ＝τ：１ 
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